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CHUONG I: PHEP TINH VI PHAN HAM NHIEU BIEN
|. TAP HQP R" VA HAM NHIEU BIEN

Vi n 1a mot sé nguyén duong, ky hiéu R" dugc ding dé chi tap hop tit ca cac bo n sd
thuc (x1, X2, ...,Xn) Va ta thudng goi R" 1a khong gian (thyc) n chiéu. Khi bo so thuc
(X1, X,...,Xn) duoc dat tén la P thi ta viét la:

P(X1, X2, ..., Xn)

Va goi n6 1a mot diém trong khong gian R".

Cho 2 diém P(x1, Xz, ..., Xn) Va Q(y1, Y2, ..., yn) trong R", khoang cach giira hai diém
Pva Q, ky hiéu l1a d(P, Q) duoc dinh nghia bai:

d(P, Q) :“-,Il(xl _.3"1)2 +(x, _J’:g:'g +..+(x, _.J"x:'g

Khoang cach nay thoa bat ding thirc tam giac sau déy:
d(P, Q) <d(P,R) +d(R, Q)
V6i 3 diém P, Q, R tuy .

DPiém P(x1, X2, ...,Xp) COn dugc viét gon dudi dang x=(x1, X2, ...,Xn) VOI X=(X1, X2, ...,
Xn) Va y=(y1, Y2, .., ¥n), Khoang cach gitra x va y con dugc viét boi:

|x-y |5 "'-.l(xl _.J”1:'2 +(x, _.J”zj'z +.+(x, _.J”;u:'z

Cho £ € R"varla sb thuc duong, tiphop  B(P, 1) ={ <& |d(P, Q) <1} dugc
goi 1a hinh cau m¢ tdm P ban kinh 1, hay 1a 1an can ban kinh r cta P.

Tap hop E trong R" duoc goi 1a bi chan néu ¢ r> 0 sao cho £ = FO7) vsio1a
diém O(0, 0, ... 0).

2. Ham nhiéu bién

Cho nla mét s6 nguyén voi n > 2. Mot phép twong tmg f: R™ R duoc goi 1a mot ham

n bién. Tép hop cac diém £ € £ ma f(P) x4c dinh dugc goi 1a mién xéc dinh cia f. Ta
ky hiéu mién xac dinh cua f1a D(f).

aVidu:
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1) Ham f: R®R

1
(xy) > fix, y)=4 "% =

La mot ham 2 bién c6 mién x4c dinh la tap hop tat ca cac diém P(x, y) sao cho
4-x%-y*>0. Vay D(f)=B(0, 2), hinh cdu mé tdm O ban kinh 2 trong R

2)9: R? R v&i g(x, y, Z)=x*+(y+2)/2 |a mot ham 3 bién c6 mién xac dinh 1a
D(9)=R".

Tachi ¢6 thé biéu dién hinh hoc, bang v& do thi, cho ham 2 bién z = f(x, y).
Do thi ciia ham 2 bién nay 1a tap hop cac diém trong khong gian R3 sau day:

G()={ (x, v, f(x, y)) | X €Ly

Pay 1a mot miat cong trong khong gian 3 chiéu voi hé toa do Descartes Oxyz.

N — 2 — 2 N

@Vi du: do thi cua hém zZ= 1=~y la nira trén cta mat cau tim O ban kinh 1
trong khong gian 3 chiéu Oxyz.
I1. GIOT HAN VA TiNH LI1EN TUC
| 1. Pinh nghia giéi han
Cho ham n bién z = f (x1, Xo, ..., Xn) Xac dinh trén mot 14n can ban kinh r cia mot
diém £ € R va c6 thé khong xac dinh tai P. Ta n()i’ z= fgxl, Xo, ..., xp) tién vé L€ R
(hay c6 gidi han 1a L). Khi M (x1, X2, ..., Xp) dan dén P néu v6i moi & > 0 cho trude,
ton tai 6 > 0 sao cho:

0<d(P,M)<d=>|fM)-L |<e.
Khi d6 ta viét:

bm gy p SIM) =L
Trong truong hop ham 2 bién z = f (x, y) thi gidi han ¢ thé dugc viét 1a:

0 gy —stmn S (5D) = L

Hay c6 thé viét:

b, ., Flxy)=1L

Y=l

3 Seu tam by hoangly85



GIAO TRINH TOAN CAO CAP A2

Tuong ty nhu d6i véi ham mot bien, ta cling c6 cac dinh nghia gidi han vo cung va
gi6i han ¢ vo tan nhu sau:

M0 sty S (D) = 0,40 By — o

lirn Flx ) = L,+om, —o hapo

X——r¥
Y=o

oVi du:

lim ., (x" +2y)=3
1.

. 1
bty o (——) =+

2) p—x0 X° ¥

_ 1
b, (——) =0
3) p——rw X +_}’
lirry Yyt o) =
X T Y H2X) =t
4). I

| 2. Swlién tuc

Dinh nghia: ham sbz=f (X1, X2, ..., Xn) dugc goi 1a lién tuc tai diém £e D) khi:

b gy p JIM) = F(F)

2x—y

2 2 .
oVidu: ham f(x, y)= % 7% lién tuc tai moi diém (xo, Yo) khéc (0, 0).

Tuong ty nhu ham mét bién lién tuc trén mot doan [a.b]e R , tacling co tinh chét dat

gi tri 16n nhat va nho nhét trén 1 mién déng va bi chan.
I11. PAO HAM VA VI PHAN
|1 Paohdmripg

Dé don gian cho viéc trinh bay, ¢ ddy tass xét cac dao ham riéng cua ham 2 bién. Poi
v6i ham n bién thi hoan toan tuong tu.
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Dinh nghia: cho ham 2 bién z = f (x, y). Pao ham riéng theo bién x tai diém (xo, Yo) la
gi6i han (néu c6) sau day:

lim Flx .y, - fix,.»,)

¥——r¥,

X-x,

bm g A &x,yf;.:)r )

df
, - I:xo g , , s
va dao ham riéng theo bién x dugc ky hi¢u la dx hay van tat 1a fx (Xo, Yo). Ta
o

con ¢6 thé ky hiéu dao ham riéng nay boi z x (Xo, Yo) hay 9% (Xo, Vo).

Dao ham riéng theo bién y ctia ham x = f (x, y) tai (Xo, Yo) dugc dinh nghia twong tu
boi:

a filx,. )~ f(x,.%,)
é(xﬂ’yﬂ): e : };_yax :
dr(x.y,)

|x=x‘,

Nhan xét: dé théy réng fy (Xo, Yo) = dx
Tu do ta co thé tinh dao ham riéng theo bién x tai (xo, Yo) bang cach coiy =yola hang
SO va tinh dag ham ctia ham mdt bién (X, yo) tai x = Xo. Tuorpg tu, dé tinh dao ham
riéng theo bien y tai (Xo, Yo) tatinh dao ham cuia ham mot bien f(x, yo) tai y = yo (xem
X =X, la hang s0).
oVi du:

1). Choz=x%. Tinh zxva zy

Xemy nhu hing s6 va tinh dao ham theo bién x taco Zx = 2Xy.

Tuong tu, xem x nhu hang sb va tinh dao ham theo bién y ta vo: x7y =
2
X",

z= ]n[igﬂ] . )
2) *].Tinh z'y, Z\y va z'y(4, 7 ). Xemy nhu hang so, ta co:

fgi X ¥ fgz x X ¥
X X
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x f.g *

=z, (47) = _”H [1+.cg2 E] - —%
4=
4

Xem x nhu hang sd, ta co:

=) bl )

xr.g—

| 2. Pao ham riéng cip cao

Céc dao ham riéng z'x va z'y cua ham z = f(x,y) duoc goi la cac dao ham rleng cap 1.
Dao ham riéng cap 2 cua mot ham 1a dao ham riéng (cap 1) cua dao ham riéng cap 1
ctia ham d6. Ham 2 bién z = (X, y) c6 bén dao ham riéng cap 2 sau day:

1) Bx Sx[ ]

Dao ham riéng cp 2 nay con duogc ky hiéu béng cac cach khac nhau

n || n n ||
z ’ a a a
nhu sau: =~ * N

) ¥ 3

Dao ham riéng cap 2 nay con duge ky hiéu boi:

pL 1:f"}:|,|:.jn lﬂfuﬂﬂ

3) Bxﬂy By Bx]

Pao ham riéng cap 2 nay con duoc ky hiéu boi: © f
2 8 (a
4) tvdx  dx| v

con dugc ky hiéu la

L
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Hoan toan tuong tu ta cﬁng co dinh nghia va ky hi¢u cho céc dao ham riéng

_3 n 1
Cap cao hon. Chang han, o ax|ad = Ve

Bxﬁy [Bxﬂy hay :'=:P1 =(z i
2 3
con duoc viétla T¥ TR

*” va hai dao ham riéng cép 3 nay

oVi du:
1) z=x* +y* - 23y Taco:
2y =4 - Axy°
7y = dy*— 6xY
7' = 12¢ — 4y°
7'y = 12y — 12x%y

xy:'lzy2

Z'\=-12y
z::, = 24x
m -0

2) Xét ham sb

oAz -yY
Flry) =4 xFa,t £ (x p) = (0,0)

0 i (% 2= (0,0
Taco, voi (x,y) # (0, 0) thi

f(x,y)=M,

x2 +y2
va tai (0, 0) thi f(0, 0) = 0.

2 2 2.2
: i -y dxty
Hlxny =yl 5=+

Ty

Do d6 * (+ %) tai (X, y) # (0, 0)
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oy FE0) = F(00) _
" S (0.0} Er_g—x 0

100 -ty HONLOY

»—=0 ¥ »—=0

=-1

= %=

suy ra

Hoan toan tuong tu, ta tinh dugc:

INEROE -x["" re iy ]
T i (x, 9 #(0, 0)
va F,(0,00 =0,
(001 =1.

Qua i dy trén ta thay cac an ham riéng theo cung cac bién nhung khac ‘thl’I tu
khong phai bao gi¢ cling bang nhau. Tuy nhién dinh ly sau day cho ta dicu
kién dé cac dao hamriéng Z'yy va Z'yx bang nhau.

‘ Pinh Iy: Néu f(x, y) c6 cac dao ham f"y, va f",, trong mot 1an can cua diém (Xo, Yo)
thi
Fop (%o Y0) = e (K. 20)

cha y rang dinh 1y trén ciing mo rong duoc ra cho cac dao ham cap cao hon va nhiéu
bién hon.

|3 Viphan toAnphdn
‘ Dinh nghia:
Ham s6 z = f(x, y) duoc goi 1a kha vi tai (X, Yo) néu s gia toan phan
AF (g 0n) = Flxg + 4%, 3 + 8970 = F(%. )
theo cac s gia A X, A y caa cac bién X, y tai (Xo, Yo) €6 thé duoc viét dudi dang

A (. 0) = Adx+ By + b+ B4y,

trong d6 A, B la cac hang s6 (khong phu thudc A X, A y) va o — 0, B — 0 khi
AXx—>0,Ay—0.
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Biéu thirc Abx+ 8Ly dugc goi 1a vi phan ctia ham s6 f tai (Xo, Vo), ky hi¢u la
df(xo, Yo)-

4 Pinh Iy:
(i) Néu f(x, y) kha vi tai (Xo, Yo) thi f c6 dao ham riéng cap 1 tai d6 va

df (xg. yo) = 'y (g 0 )+ 7y (g 0 )

(i) Néu f(x, y) c6 cac dao ham riéng trén 1 1an can ctia (Xo, Yo) Va f*y, 'y lién
tuc tai (Xo, Yo) thi fkha vi tai (Xo, Yo)-

Chu ¥ rang khi xét cac truong hop ddc biét f(X, y) = X va g(x, y) =y taco vi phan: dx =
A xvady=Ay. Do dé cong thirc vi phan cap 1 cua f(x, y) con duoc viét dudi dang

df = F.dx + .y

va con duoc goi 13 vi phan toan phan ctia ham f(x, y).

E =iy 4
aVidu: Voi & taco:

o 1 ») = (_yY__ ¥
® ﬂ_ x). xﬂ +y2' xﬁ x2+y2
X

Fo= 1 EI_ x l= x
y HTI.X? x2+y2'x x2+y2
x
x _ —ydx + xdy

¥
dz = - dx + d
xz_,_yzx x:;_,_yzy

] ]
viy rry

e Tinh chit: Tuong tu nhu d6i véi ham mot bién ta co cac tinh chét sau day cia vi
phan:

d(f + g) = df + dg

d(f.g) = g.df + f.dg

d[i] _gdf - fdg
2
£ £ (véi g = 0).
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‘ Ung dung vi phan dé tinh gan ding:

Gia st z=1f(x, y) kha vi tai (X, Yo). Khi do, theo dinh nghia cua vi phén ta c6
thé tinh gan dung f(x, y) boi:

J Y= fixm.yo) + F .Yz — m) + 1 (5%, 0 ) — )

V6i (X, y) gan (Xo, Yo).

\ = 3 3
@Vi du: Tinh gan dung 4 (L02)" + (157

Xét ham s6 f(x, y) = V{m , tatinh gin dung
A =1(1,02; 1,97) nhu sau:
f(1,02; 1,97) = (1, 2) + (1, 2).(1,02 - 1) + (1, 2).(1,97 - 2)
Vi f(1,2) = P23 2 3
3
205 + 57

2
Sy = 1,02 =2

5 I{x3+y3

A=3+ 1_0,02 -2003=295
Suy ra

fl= if}ﬂm=%

- A ‘
| 4. Vi phan cép cao

Cho ham 2 bién z = f(x, y).

Ban than V¢ Y) Th OO 0 13 mot ham theo 2 bién x, y nén ta co
the xet vi phan cua n6. Neu df(x, y) ¢6 vi phan thi vi phan d6 duge goi la vi phan cap
2 cua f(x, y), ky hidu 1a d%f (x, y) hay vin tit la d°f. Vay:

o’f = d(df)

Tong quat, vi phan cap n (néu c6) cua f duge dinh nghia boi:

d"z = d{c™')
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Cong thirc vi phan cap 2 cua z=f(x, y):
d'z =didz)=d(z, dx+Z' dy)

= (2" e+ Z' dy)dh+ (2%, b+ 28 dy)dly
=z, b (2", + 20, Jdxdy + 2", dy?

Gia thiét thém rﬁng, cac dao ham hon hop lién tuc thi ta co:
y = Z”yx
va do do:

PR 2 1 1 2z
drz=7' b +22", dedy +2" dy

hay ta co:

diz =—d}< +2
ax?

dxd d
aay}(‘y“f 'a

Nguoi ta dung ky hiéu luy thira mot cach hinh thirc dé viét lai cong thic vi phan cap 2
dudi dang:

doz =12 ot 2 )z
dx h
Tuong ty, cong thirc vi phan cip n cua z = f(x, y) c¢6 thé dugc viét dudi dang:
arz =12 e Lodrs
ax v

va cong thic nay ciing dung cho truong hop nhiéu bién hon.

V. PAO HAM CUA HAM HQP

Giastrz= f(x, y) va x, y lai la cac ham theo t: x = x(t), y = y(t). Vay z(t) = f(x(t), y(t))
[a ham 1 bién theo t. Pao ham cua z(t) theo bién t dugc tinh theo cong thirc sau day:

E:% E+az dy
dt dx odt v dt
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oVidu:
o
Tinh ¢ néu 2 =& , trong d6 x=cost, y=sint.
dz _0 ax o & = 2™ (—sin £) + 322 (cost)

dt dx dt Ay dt

= 2;32”3'”.(—2 si £+ 3cost) = EEQWSMSW.(—ESM £+ 3c0si)

dz
e _ 2xe3 ,
Tinh @2 néu 2 =¢" " trong d6 y=cosx

d _fzdx Gz dy_ ¥ + xg (—ain x)

dt o di Ay dt

=g (l-xsin x) =g

Al -xsin x)

b nhiéu bién e 1ap

Gia sir z = f(x,y) va x, y lai 1a cic ham theo cic bién s, t. Khi d6 dé tinh cac dao ham
rleng theo s va t cua ham hop f ( x(s,t), y(s,t)) ta cling c6 cac cong thuc tuong tu nhu
d6i voi ham mot bién sau day:

o _ ik Bx_'_ﬂ_zlﬂy
& o ds v ds

azlﬂx_‘_ﬂzlﬂy
dt dx A vy ¢

aVidu:

& u
Tim au va v néu z = f(x,y) trongdo x =uvvay= ¥

G (O g L
Taco o o ov, ¥ ovadv v
Do do

0z e dx dz dy _ Bz_l_llﬂz

the dx du  dy du dx v v

dz dz dx & dy & wu dz

— =t =y — -

v Ox v gy v ﬂxv@
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Cho z = f(x,y,t), trong do x = x(t), y = y(t).
Tinh dao ham cta ham hop:

z(t) = £ (x(1), y(1), V).

Taco:

e Yoo, ¥ Fod

G- Ox dt By dr Bt dr

¥ F &Y

— dx d dv df 3

V.PAO HAM CUA HAM AN
|1 Hamanmotbién
Gia sir co mot hé thir gitra hai bién x, y dang

F(x,y) =0

trong d6 F(x,y) 1a ham 2 bién xac dinh trong mét 1an can mé D cua (o, Yo) Va F(xo,

Wxe (x, —&x, +&).3

yo) = 0. Gia thiét rang s 1a s6 duong va y duy nhit sao cho (x,

y) EDva F(x,y) = 0.

Nhu vay ta ¢6 ham s6 y = y(x) xac dinh trén khoang (xo— S, Xo+ S) Va thoa F(x, y(x))

— + , P \ X A r
=0 VRE(x 8%t . Ham s0 y = y(x) nay dugc goi la ham an theo bién x xac

dinh bdi phuong trinh F(x,y) = 0.

Trong toan hoc ngudi ta goi cdc dinh ly ham an 1a cac dinh ly khang dinh su tén tai
cua ham an va dao ham ctia né. Dudi day la dinh Iy co ban cho ham an mgt bién.
4 Pinh Iy: Gia st him F(x,y) thoa 2 didu kién sau:

(i) F lién tuc trong hinh tron mo B(P, €) tam P(xo, Yo) ban kinh ¢, vdi F(xo, Yo)

dF aF dF
(i) Ton tai cac dao ham riéng lién tyc dx dy trong B(P, €) va dy (Xo, Yo) # 0.

Khi d6 c6 £>0 sao cho phuong trinh F(x,y) = 0 xac dinh mot ham an y(x) kha
Vi lién tuc trong (xo— S, Xo+ ) va
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EINhan xét: Néu thira nhan su ton tai ciia ham 4n va dao ham cta né thi cong thirc
dao ham cta ham an trong dinnh 1y trén c6 thé suy ra dé dang tir cong thuc dao ham
cua ham hop:

o
0=dxF(X,y(X)) =Fx+Fy.y’
Fa
=> y’ = - FI.}?
dx

oVi du: Tinh dao ham cua ham an & tai diém (1, m)
néux.y-€.sny=m.
Coi y la ham theo x, 14y dao ham phuong trinh trén ta duoc
y+ Xy —€siny— € cosy.y’ =0
Tai (x,y) = (1, m) ta co:
n+y +tey =0

-

Suy ray’(l) = T+e

EIGhi chi: Dé tinh dao ham cip 2 y*’ ciia ham an, tir hé thirc
O=Fx+Fy.y

ta co thé tiép tuc ldy dao ham thi dugc:
0=F'u+Fx.y +(F'w+Fy. y)y +Fyy"

Tu days€ratray”.

| 2.Ham én 2 bién

Tuong tu nhu truong hop ham an 1 bién, voi mot s6 gia thiét thi phuong trinh
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F(x,y) =0

8 xac dinh mot ham 4n z = z(x,y) theo 2 bién x, y.

4 Pinh 1y : Gia sir ham F(x,y,z) thoa cac diéu kién

(i). F lién tuc trong hinh cau mé B(Py, €) tim Po(Xo, Yo,20) ban kinh € va
F(Xo,Y0,20) = 0;

(i) Ton tai cac dao ham riéng lién tuc F’y, Fy, F’z trong B(Po, &) va F’;(Xo,Y0,20)
#0.

Khi d6 ton tai 8>0 sao cho phuong trinh F(x,y,z) = 0 x4c dinh mot ham an

trong lan can B((xo,Yo), S) cua diém (xo, Yo). Hon nita ham an z = z(x,y) ¢6 cac
dao ham riéng trong lan cén nay la:

F'x dz _ 'y
= Fro® P

EIGhi chii: Pinh 1y nay ¢ thé duge mé rong cho truong hop ham 4n nhiéu bién hon z
= Z(X1,X2,. . .,Xn) Xac dinh bdi phuong trinh:

F(X1,X2,...,Xn, 2) =0

oVi du:

Cho ham an z = z(x,y) xac dinh boi phuong trinh e =X +y + 2
Tinh z,’, " Va zyy".

Pao ham phuong trinh theo bién x ta duoc:

1 1

- +y+z—
1+zo=¢?. 20 =>2, =°¢ 1 z+y+z-1

Tiép tuc 1y dao ham theo x va theo y thi dugc:
Zo = €. () + €. 2y
zy' =€.2) .7 etz

Suy ra

a° xty+z

gy = (e (A-x-y-2)
XX T
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ZXyll =

Tinh z,’ twong ty nhu viée tinh z,’, ta co:

1
Zy’ZQK_].
Do do
g xty+tz
(e (x-y2p
Xy —
VI.CUC TRI

1.Pinh nghia va [iéu kién can

Xét ham z = f(x,y). Piém Pg(X,y) duoc goi 1a diém cuc dai (dia phuong) ciia ham
f(x,y) khi c6 6>0 sao cho f(x,y) < f(xo,Yo0) Voi moi (x,y) € B(Po,9).

Truong hop ta co

F(x,y) < f(Xo,Yo) V (X,y) € B(Po, 8) \ { Po}thi ta néi Po la diém cuc dai (dia
phuong) chat ciia ham f(x,y).

Khai niém cuc tiéu (dia phuong) duogc dinh nghia hoan toan tuong tu. Cuc dai dia
phuong va cuc tiu dia phuong dugc goi chung 1a cuc tri dia phuong.

‘ Dinh ly: (Fermat)

Néu ham f(x,y) dat cuc tri dia phuong tai (Xo,Yo) Va c6 cac dao ham riéng tai do thi
fx’(Xo0,Yo) = fy’(x0,Yo) = 0.

Piém ma tai 6 cac dao ham riéng cua f déu bang 0 dugc goi 1a diém ding cta ham.

Chuy rang dinh 1y trén chi cho ta diéu kién can dé co cuc tri, nén diém ding chua
chic 1a diém cuc tri. Dinh ly sau day cho ta diéu kién du dé co cuc tri.

4 Pinh Iy (/idu kién [i):

Gia sir z = f(x,y) nhan (xo, Yo) la mot diém dimng, va f(x,y) c6 cac dao ham riéng cap 2
lién tuc trong mot 1an cén cia (Xo, Yo). Pat

A = 1" (X0.Y0), B = fxy" (Xo,Yo), C = fyy" (Xo,Y0),
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vaA=B?-AC
Khi d6 ta co:
(i). Néu A > 0 thi ham s6 khong dat cuec tri tai (xo,Yo).
(ii). Néu A < 0 thi ham s dat cuc tri chit tai (xo,Yo).
Hon nira ta co:
(Xo,Yo) 12 diém cyc dai khi A <O0;
(Xo,Yo) 12 diém cyc tiéu khi A > 0.
(iii). Néu A = 0 thi chua két luan duoc 1a ham s6 f(x,y) c6 dat cyc tri tai (Xo,Yo)
hay khong.
Tir dinh 1y trén ta ¢ thé tim cyc tri cua ham z = f(x,y) theo cac budc sau day:
©Budc 1: Tinh cac dao ham riéng
©Budc 2: Tim cac diém ding bang cach giai hé phuong trinh sau:
Jy'xy) =10
{fy (%) =0
eBudc 3: Ung v6i mdi diém ding (xo,Yo), dat
A =" (XaYo), B = fiy" (Xo,yo), C = fyy" (Xo,Y0),
A=B*-AC
Xét dau cua A va cua A dé két luan.
ELwu ¥: Dé co két luan day Wdﬁ vé cuec trj ta con Rhéi xét riéng truong hgp diém dl"mg
ma tai d6 A = 0 va xét cac diém ma tai d6 khong ton tai dao ham riéng cap 1 hay cap
2.
oVi du:
1) Tim cuec tri ctia ham s z = x® + 3xy? — 15x -12y
Taco z, =3x° + 3y*— 15,
z, =6xy — 12

Z' = 6X, Z" = 6Y, zyy "= 6X
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Dé tim diém dimg, ta giai hé phuong trinh sau:

I+ 3t -15=10
Gry—12 =10

Hé phuong trinh c6 4 nghiém, cho ta 4 diém ding:
Mi(1, 2); M2(2, 1); Ms(-1, -2); Ma(-2, -1).
Tai My(1, 2):
A=24"(1,2)=6
B=2y'(1,2)=12=>A=B*-~AC>0
C=2,4"(1,2)=6
Ham sb khong dat cuc tri tai M1(1, 2).
Tai My(2,1):
A=24"(21=12
B=2'(21)=6=>A=B’-AC<0
C=24"(2,1)=12A>0
Ham sb dat cyc tiéu tai Mo(2, 1), V6i zmin = 2(2, 1) = -28
Tai M3(-1, -2):
A=24"(-1,-2) =-6
B=2y"(-1,-2) =-12=>A =B*~ AC>0
C=2,4"(-1,-2)=-6
Ham sb khong dat cuc tri tai Ma(-1, -2).

Tai M4(-2, -1):

A ,
0 Y
b =Z?cv|:_ 2,-1)=-6 = h=8"-4ACCD
C=z,(-2-1)=-12, A<0

Ham sb dat cuc dai tai M4(-2, -1) VOi zmax = 2(-2,-1) = 28
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2) Khao sat cuc trj cia ham z = x* + y* — x* — 2xy — y*

Taco:

z:.; =4x3—2x—2y
z:v =4y - 2x-2y

Giai hé phuong trinh sau dé tim diém dung:

4x* - 2x-2y=0
4y> -2x -2y =10

Hé phuong trinh ¢6 3 nghiém = 3 diém ding:

P1(0, 0); P2(-1, -1); P3(1,1)

Tinh cac dao ham cép 2:

z. =12x" -2
Z::v=_2
z,, =12y* -2
Tai P1(0, 0):
A=z _(00)=-2
B=z,(00)=-2
C=2,(00)=29 2 A= 8- 4C =0

Tachua c6 két luan vé cuc tri tai P; ma phai khao sat truc tiép. Ta c6 z(0, 0) =

x=y—l
0, v4i 2 thi

11 1
z[—,—] - ig[—g— 2] <0
CECY IO R (n nguyén duong)

1 1 [ 1 1 ] z
x=—-y=-—— z|l-—=|=—70
Vi n athi \# %) A . Piéu nay cho thay rang trong
moi 1an can ctia P; ham s6 déu co gia tri duong va c6 gid tri am. Vay P1(0, 0)
khong phai 1a diém cuc tri

Tai Py(-1, -1) va P3(1, 1) taco A=10,B=-2, C=10, A =B*>-AC =-96. Suy ratai P2
va P3 ham so dat cuc ti€u chat voi:
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Zmin = 2(P2) = z(P3) = -2

VII.CUC TRI CO PIEU KIEN
1 Pinhnghia |
Xét ham sé z = f (X, y), voi diéu kién rang budc: ¢ (X, y) = 0 (¥)
Tanoi:
of (x,y) dat cuc dai chit tai (xo, Yo) V6i diéu kién (*)
néu (xo, Yo) thoa (*) va voi moi (x, y) thoa (*) kha gan (xo,Yo) taco f (X, y) < f
(Xo, Yo)
of (x, y) dat cuc tiéu chit tai (xo, Yo) Vi diéu kién (*)
néu (xo, Yo) thoa (*) va voi moi (x, y) thoa (*) kha gan (xo,Yo) taco f (X, y) > f
(Xo, Yo)

of (x,y) dat cuc tri chit tai (xo, Yo) V&i diéu kién (*)
néu f (x, y) dat cuc dai hodc cuc tiéu tai (xo,Yo) VOi diéu kién (¥)

2. Phuwong phap nhan tir La

‘ Pinh ly: (dic¢u kién can cuia cyc trj ¢6 dieu kién)
Gia st

Céc ham £ (X, y) va ¢ (X, y) ¢o dao ham riéng cap 1 lién tuc trong mét 1an cén
clia diém (x0,Yo0) V6i ¢ (Xo, Yo) =0

‘P;:;(xns.}’u)# Uhay W;[xusyn)# U_

Khi d6, néu f (x, y) dat cuc tri tai (xo,yo) V&i diéu kién ¢ (Xo,y0)=0 thi ton tai
sb thue A sao cho:

fxl[xus.}’u)"'lﬂp;[xu,yu) =0
fy[xn=yn)+l%[xu,}’u)=0

Ham sb L(x,y,h ) = f (X, ¥) + & ¢ (X,y) duge goi la ham Lagrange. Dinh Iy sau

day cho ta diéu kién du cua cuc tri c6 diéu kién.

‘ Pinh ly: ([iéu kién [ ciia cwe tri cé [iéu kién)
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Gia st f (X, y) va ¢ (X,y) o dao ham riéng cap 2 lién tuc trong mot lan can ciia (xo,Yo)
Va1 ¢ (Xo,Yo) =0, va (xo,Yo,A ) la diém dung ctia ham Lagrange. Khi d6 ta co:

eNéu d* Lixy, yo, A)= Ly (39, 30, A 07 + zﬁ:{v (%500, 2 Jxdly

L 2
Ly (0, v0. 2)dy xac dinh duong trong mot mién theo dx, dy thoa rang budc:

ff@':xus}’u) = "np::: I:xIJ =.ylildx) v "::-'7:1- [xlil +Mn )d_}? va dX2+dy2¢ 0, thi ham f (X, y) dat cuc
tiéu chit tai (xo,yo0) VOi didu kién ¢ (Xo,yo) = 0.

eNéu dzL(Xo,yo,K ) Xac dinh am trong 1 mién theo dx, dy thoa rang budc nhu
trén thi £ (X, y) dat cuc dai chit tai (xo,Yo) V6i diéu kién ¢ (Xo,Yo) = O.

eNéu dzL(Xo,yo,K ) khong xac dinh dau trong mién noi trén thi khong c6 cuc
tri c6 diéu kién tai (xo,Yo)-

Tir dinh 1y trén ta ¢ thé tim cyc tri ¢6 diéu kién theo phuong phap nhan tir Lagrange
nhu sau:

©Budc 1: Lap ham Lagrange
L=fxy)+ro(Xy) (heR)

eBudc 2: Tinh

L, = fy + e
LJ‘ = f}' +"h'p?

va giai hé phuong trinh sau day dé tim cac diém ding (xo,yo) Cung véi
gia tri A o twong tng.

©Budc 3: Tinh vi phan cip 2 ciia L = L(x,y)
d L =L dx’ + 2L, dxdy + Ldy’*
va tinh rang budc:

dolx,y)= pdx+ p,dy =0 )
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V6i mdi diém dung (xo,Yo0) Va A = A o tim dugc trong budc 2, xét A =
d?L (Xo,Yo0) (phu thudc dx va dy).

Néu A > 0 voi moi dx, dy khong dong thoi bang 0 thoa rang bude (¥*)
thi ham s6 dat cuc tiéu c6 diéu kién tai (xo,Yo).

Néu A < 0 v61 moi dx, dy khong dong thoi bang 0 thoa rang budc (**)
thi ham so dat cuc dai c¢6 dieéu Kién tai (xo,Yo)-

Néu dau ctia A khong xéac dinh xét theo dx va dy khong dong thoi bang
0 thoa rang budc (**) thi ham s6 khong dat cuec tri tai (Xo,Yo)-

oVi du:
Tim cuc tri ctia ham z = X2+ y2 vé6i diéu kién x + y=4
Lap ham Lagrange:

L(xy) =x*+y*+ 1 (x +y - 4)

Tacsy Lx =25+ AL, =2+

Tim diém ding bang cach giai hé:

2x+iA=0
2y+Ad =10
x+y-4=10

Taco mot diém dimg M(2,2) g voi A = -4.
Tinh dao ham riéng cép 2 cua L(x,y):
Lo=2L,=01L =2

b o L

= L = 2dx? + 2dy?.

Vay d2L > 0 tai M(2,2) nén ham sé dat cuc tiéu (co diéu kién) tai d6 v6i zmin = 2(2,2)
=8.

oL wu v: Trong truong hop tir hé thuce
¢ (xy)=0

ta co thé tinh duoc 1 bién thién theo bién kia, chang han c6 thé tinh y =y (x) thi bang
cach thay thé y = y (X) Vio z ta c6 thé xem z nhu ham theo 1 bién x:

z=2(x, y (X))
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Khi d6 co thé tim cuc tri ctia z nhu ham theo 1 bién.

Xét lai vi du trén, ta théy:
X+y=4doy=4-Xx

Suy raz = x% +y? = x% + (4-x)2.

Xemz 1a ham 1 bién ta co:
2’(x)=2x-2(4-Xx)=4x-8
Z7x)=0=x=2

Lap bang bién thién, ta co:

X -00 2 |+
Z’(x) - 0 +
Z

8

Vay z= X2+ y2 dat cuc tiéu (voi diéu kién x + y =4) tai M(2,2) v6i Zmin = 8

VIIl. GIA TRI LON NHAT VA NHO NHAT

Cho ®c R 2. Diém P(x,y) € D duoc goi 1a mot diém trong cua @ khi ton tai mot
hinh cau mo B(P, £) déu chira diém thudc D va diém khong thude D . Tap hop cac
diém bién ciia O duoc goi 1a bién ciia D. Mién @ duoc goi 1a mién dong khi @ chira
moi diém bién cua no.

Taco thé tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ciia ham £ (X,y) trén mot mién dong
va bi chian @ nhu sau:

©Budc 1: Tinh f "x va f ’y. Giai hé phuong trinh

Se=0
73 =0

de tim cac diém dung ¢ phan trong ctia O

©Budc 2: Tim cac diém tai d6 khong co dao ham riéng
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©Budc 3: Tim gia tri 16n nhat cta f (X,y) trén bién ctia @ (lién quan dén cuyc tri
co dieu kién)

©Budc 4: So sanh géc gia tri cﬁg ham s tai cac diém tirp duoc 6 buoc 1, buc}c
2 v6i gid tri 16n nhat va nho nhat trén bién (¢ budc 3) dé rat ra gia tri 16n nhat
va nho nhat ctia ham so.
oVi du: Tim gia tri 16n nhit va nho nhét ctia ham s6
Z=XP+ Yo Xy+X+y
trén mién O gidi han bdi: x <0,y <0, x +y >-3
z, =2x-y+1
Tace: Zr ~2¥ 7 x*1
{2x —yp+1=0
Giaihe: 12 **1=0_ 4 y=1
Tatim duoc 1 diém dimg M(-1,-1) € D, véi z(-1,-1) = -1

Bién ciia mién @ gom 3 doan thing OA, OB va AB.

Trén bién OA ta co:
Xx=0,-3<y<0
z=y®

Z=2y+1=0cy=

2| o—

1 1 1
A [ I::I, ) _] Z[ I::I,_ ] 4
= mot diém cuc tri trén OA 1a 2 Jvoi 2 4

Tuong tu,

(1 1 1
__,I:I] Z[__,I:I]=__
trén OB co cuc tri tai L 2 Jvoi 2 4

3 3] [ 3 3] 3
-2 -z Z-2-2f=-2
trén AB co cuc tri tai L 20 2 )i 2 2 4

Tai cac diém O, A va B taco:
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2(0,0) = 0; 2(0,-3) = 6; z(-3,0) = 6

3

Vay gia tri 16n nhat va nho nhat trén bién cia D lan lugtla 6 va 4

3

F=——
So sanh céc gia tri z=-1, z=6 Vi 4 ta suy ragia tri 16n nhét ciia z 1a 6 tai A(0, -
3) va B(-3, 0); gai tri nho nhat cta z 1a —1 tai M(-1, -1).
BAI TAP CHUONG 01

1-Tim mién xac dinh cua ham so:

b) Z =In( x* + %)

Z = arcsin
C) &

R

2-Tinh dao ham riéng cta ham so:
e =ln{ x+./x* + %)

z =areig i

f) 8
g)JZ.'=X'}I

hy 2~ (1+ )

<9
a) Tinh cac dao ham riéng tai 3" 7 Giia ham:

S (x.y) =sin( x,/y)

b) Tinh cac dao ham riéng tai (0, 0) ctia ham:
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I

W=Dy
o y) =9 x-y
0

3-Tinh vi phan toan phan cta ham so:

i)z~ tg(3x - yy+ 6™

X
Z =arcsin —
j) Y

4- Tim vi phan cap 2 ctia ham s6

k) Z =2 —4x'y +5y°

l)z:ln(.x+y

m) 2 = j2xy+y*

n) z=g'lny+snylnx

nedl X =y

neau x =y

5-Cho f(t) 1a ham mét bién kha vi. Dat z = f(x*y?). Chimg t6 ring ham z thoa mén

phuong trinh sau:

iz i
y—+x—-=>0
dy dy
Chung minh:
dz &z iz 2y
Aty —=2— z=
a) dx dxdy 3 y6i x+ty
b) Bt gz =hlx
6- Tim cuc tri cia ham sd:
0 Z= txyt oyt tr-yp+l
D) z=x1-x- )
26
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) z=-2x"+6y+6y+3p(2x- ) -1
0 z=2y" +3x(x-2)) - 6(x +y) -3
g 7 =(x=D +2)7"

) z=2x" +haly -1 - 3(p+ 10+ 2

7-Tim cuc tri c6 diéu kién:
a) 7 = véi didu kign 2% T2y =2 =0

2
=x+ yo ae A A + =
b) £~ *7Y voi diéu kign * Y J
8- Tim gia tri 16n nhit va nho nhat ctia ham sb:

= 4 2 _ . . .
) ZTF T TRT I Yirong tam gide gi61 han boi cac duong
x=0y=0x-y=3

d) Z=®+ T+ ¥irong hinh gi6i han boi cac duong * ~ Lx=2y=3, truc
hoanh

e) Z =27 3X = 2¥ yrong hinh gi6i han boi cac duong 55 o=l

9-Tim dao ham ctuia ham hop

dz u
— z =arcig(—) _
f) dxvei v trong do %= sin xyy v =rcos2x

dz  d=

0) ds vy dt yei 7 =5inl 2x+~:"’2:'trong do X =smls+2), y=Inlst)

10-Tinh gan dung:
h) In{3/1,03 +4/0,981)

i) sin . {0,01).(1.05) + In{ 1.05%)
11-Tinh dao ham y’ ctia ham an y=y(x) xac dinh béi cac phuong trinh:
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i) x3y—y3x=1
K) xe’ +yet —2® =10

2
x
4

12-Cho ham an z = z(x, y) x4c dinh boi phuong trinh &

b
™

'B:Jr\;;
+
[ %)

)

iz az
Tinh dxva &

28 Seu tam by hoangly85



